
CHAPTER 9 APPENDIX

1 貯蔵リング

Fig.1.1 貯蔵リング 教科書 p.304より

ハンブルクにある DESY(Deutsches Elektronen Synchrotron)の加速器複合体の図。

• HERA(Hadron Elektron Ring Anlage)

6336mにもなる貯蔵リングで 30GeVの電子と 820GeVの陽子を衝突させる事が出来る。

• DORIS(Doppel Ring Speicher)

5.6GeVの電子-陽電子の貯蔵リング。

• HASYLAB(Hamburger Synchrotronstrahlungslabor)

DORISからの放射光を利用した実験施設。

• PETRA(Positron Elektron Tandem Ring Anlage)

HERAの始動以前には 23.5GeVの電子-陽電子貯蔵リングとして利用されていたが、HERAの始動後

は HERAのための最後の前段加速器として利用されている。
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Fig.1.2 フローチャート

2 反応断面積の導出

2.1 電磁場 Aµ による Dirac粒子散乱

Dirac方程式

(γµi∂µ − m) ψ = 0 (2.1)

ゲージ変換 pµ → pµ − qAµ であるから

(i∂µγµ − m) ψ = qγµAµψ = γ0
[
qγ0γµAµ

]
ψ (2.2)

この右辺が相互作用項である。

ここで、電子の場合について考えるので q = −eでえあり、一次の摂動をとると遷移振幅は

Sfi = −i

∫
ψ†

f (x)(−e)γ0γµAµ(x)ψi(x)d4x

= −i(−e)
∫

ψ̄f (x)γµAµψi(x)d4x

= −i

∫
jfi
µ (x)Aµ(x)d4x

(2.3)

ここで jfi
µ = −eψ̄fγµψi とおいた。

2.2 Currentの表式

Dirac方程式の解

ψ = ue−ipx (2.4)
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を代入すれば

jfi
µ = −eψ̄fγµψi = −eūγµuei(pf−pi)x (2.5)

2.3 電磁場 Aµ の表式

Aµ は荷電粒子により生成される。生成する電子の運動量変化 p1 → p2 とすれば、その currentは

jµ
21 = −eūγµuei(p2−p1)x (2.6)

これがMaxwell方程式を満たすので

¤2Aµ = jµ
21

q = p2 − p1とおく

= −eūγµueiqx

∴ Aµ = − 1
q2

jµ
21

(2.7)

2.4 trace公式

ここからは

µ− + e− → µ− + e−

の散乱を考える。

µ−

µ−

e− e−

pa pc

pb
pd

Aµ(q2)

Fig.2.1 eµ散乱

q = pd − pb とおくと、散乱振幅は
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Sca = −i

∫
jca
µ (x)

(
− 1

q2

)
jµ
bdd

4x

= −i

∫
(−eūcγµua)

(
− 1

q2

)
(−eūbγ

µud) exp (−i(pa + pb − pc − pd)x) d4x

= −ie2(ūcγµua)
(
− 1

q2

)
(ūbγ

µud)(2π)4δ(pa + pb − pc − pd)

(2.8)

ここで不変振幅

M = e2(ūcγµua)
(
− 1

q2

)
(ūbγ

µud) (2.9)

全スピン状態について平均をとる

|M |2 =
e4

q4

1
2selectron + 1

1
2smuon + 1

∑
electron

∑
muon

[(ūcγνua)(ūdγ
νub)]

† × [(ūcγµua)(ūdγµub)]

=
e4

q4

{
1

2selectron + 1

∑
[ūdγ

νub]
† [ūdγ

µub]
}
×

{
1

2smuon + 1

∑
[ūcγνua]† [ūcγµua]

}
=

e4

q4
Lνµ

electronLmuon
νµ

(2.10)

ここでエルミート共役について [
ūfγ0ui

]†
=

[
u†

fγ0γ0ui

]†
= u†

iγ
0γ0uf

= ūiγ
0uf

(2.11)

[
ūfγiui

]†
=

[
u†

fγ0γiui

]†
= u†

iγ
i†γ0uf

= −u†
iγ

iγ0uf

= u†
iγ

0γiuf

= ūiγ
iuf

(2.12)

であるから

Lνµ
electron =

1
2

∑
spin

[ūdγ
νub]

† [ūdγ
µub]

=
1
2

∑
spin

[ūbγ
νud] [ūdγ

µub]

=
1
2

∑
spin

∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

(ū(s)
b )i(γν)ij(u

(s)
d )j(ū

(s)
d )k(γµ)kl(u

(s)
b )l

=
1
2

∑
spin

∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

(u(s)
b )l(ū

(s)
b )i(γν)ij(u

(s)
d )j(ū

(s)
d )k(γµ)kl

(2.13)
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ここで ∑
spin

u(s)ū(s) = /p + m (2.14)

であるから

Lνµ
electron =

1
2

∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

(/pb + m)li(γν)ij(/pd + m)jk(γµ)kl

=
1
2

∑
l

[(/pb + m)(γν)(/pd + m)(γµ)]ll

=
1
2
Tr [(/pb + m)(γν)(/pd + m)(γµ)]

=
1
2

{
Tr(/pbγ

ν/pdγ
µ) + mTr(γν/pdγ

µ) + mTr(/pbγ
νγµ) + m2Tr(γνγµ)

}
(2.15)

ここで

Tr(/pbγ
ν/pdγ

µ) = 4 {pν
b pµ

d + pµ
b pν

d − (pb · pd)gνµ}
Tr(γνγµ) = 4gνµ (2.16)

および、奇数個の γ 行列の積の traceは零となる事を利用して

Lνµ
electron = 2

{
pν

b pµ
d + pµ

b pν
d − (pb · pd − m2)gνµ

}
(2.17)

muonの項についても同様である。

2.5 散乱断面積

不変振幅の二乗は

|M |2 =
e4

q4
Lνµ

electronLmuon
νµ

=
4e4

q4

{
pν

b pµ
d + pµ

b pν
d − (pb · pd − m2

e)g
νµ

}{
pa

νpc
µ + pc

νpa
µ − (pa · pc − m2

µ)gνµ

}
=

8e4

(pc − pa)4
{(pb · pa)(pd · pc) + (pb · pc)(pd · pa)}

(2.18)

ただし、高エネルギーを仮定し最後の式では質量を無視している。

求めたい散乱断面積は

(断面積) =
∫

|Sca|2

TV × (入射 flux)
× (終状態の数) (2.19)

ここで T,Vは単位時間、体積である。また入射 fluxは Fとする。

|Sca|2 = |(2π)4iδ(pi − pf )|2|M |2

= (2π)4δ(pi − pf )
∫

ei(pi−pf )xd4x|M |2

= (2π)4δ(pi − pf )
∫

d4x|M |2

= (2π)4δ(pi − pf )V T |M |2

(2.20)
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また

dLips = (2π)4δ(pa + pb − pc − pd) ×
d3pc

(2π)22Ec

d3pd

(2π)32Ed
(2.21)

とすれば、結局断面積は

dσ =
|M |2

F
dLips (2.22)

2.5.1 dLipsの計算

これより先では重心座標系で考える

pc = −pd (2.23)

であるから

dLips = (2π)4δ(pa + pb − pc − pd)
d3pc

(2π)32Ec

d3pd

(2π)32Ed

=
1

(2π)2
d3pc

2Ec2Ed
δ(Ec + Ed − Ea − Eb)

=
1

4π2

p2
cdpcdΩ
4EcEd

δ(Ec + Ed − Ea − Eb)

(2.24)

ここで
√

s = Ea + Eb (2.25)

および

W = Ec + Ed = (p2
c + m2

c)
1/2 + (p2

d + m2
d)

1/2 (2.26)

とする、W について

dW = pcdpc

(
1
Ec

+
1

Ed

)
(2.27)

であるので

dLips =
1

4π2

p2
cdΩ

4EcEd

(
dW

dpc

)−1

=
1

4π2

pcdΩ
4
√

s

(2.28)

2.5.2 Fの計算

粒子数は単位体積中に 2E個となるように規格化するので

F = |va − vb| × 2Ea × 2Eb

= 4EaEb

∣∣∣ |pa|
Ea

+
|pb|
Eb

∣∣∣
= 4pa

√
s

(2.29)

以上の結果から
dσ

dΩ
=

1
64π2

1
s

pc

pa
|M |2 (2.30)

が求まる。
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2.6 Mandelstam変数

次のように定義する

s = (pa + pb)2

t = (pa − pc)2

u = (pa − pd)2
(2.31)

これらの変数は質量が無視できる場合は

s = 2pa · pb = 2pc · pd

t = −2pa · pc = −2pb · pd

u = −2pa · pd = −2pb · pc

(2.32)

であるから、先ほどもとめた不変振幅の二乗は

|M |2 =
8e4

(pa − pc)4
{(pb · pa)(pd · pc) + (pb · pc)(pd · pa)}

=
8e4

t2

{
s

2
s

2
+

−u

2
−u

2

}
=

2e4

t2
(s2 + u2)

(2.33)

と非常に簡単な形に表される。

2.7 e+e− → µ+µ− 断面積

今まで求めてきた断面積は e−µ− → e−µ− の散乱断面積であった、これから e+e− → µ+µ− の断面積を求

めることができる。

µ
−

µ
−

µ
−

e
−

e
−

e
−

e
+

µ
+

Fig.2.2 組み替え

この図から分かるように変数 s, tが互いに入れ替わる。

したがって、不変振幅の二乗は

|M |2 =
2e4

s2

(
t2 + u2

)
(2.34)
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質量無視で考えると、四元運動量は

pa = (Ea,pa)

pb = (Ea,−pa)

pc = (Ec,pc)

pd = (Ec,−pc)

(2.35)

エネルギー保存から Ea = Ec であり、散乱角を θ とすると、Mandelstam変数はそれぞれ

s = (pa + pb)2 = 4E2
a

t = (pa − pc)2 = −2E2
a(1 − cos θ)

u = (pa − pd)2 = −2E2
a(1 + cos θ)

(2.36)

以上の結果から

dσ

dΩ
=

1
64π2

1
s

pc

pa
|M |2

=
1

64π2

1
s

2e4

16E4
a

× 4E4
a((1 − cos θ)2 + (1 + cos θ)2)

=
1
4

(
e2

4π

)2 1
2
(1 + cos2 θ)

=
α2

4s
(1 + cos2 θ)

(2.37)

が導出できる。

3 Bhabha散乱

3.1 e−e− → e−e− 散乱

Appendix.2 と同様にまずは e−e− → e−e− 散乱について考えてから、組み替えで e+e− → e+e− を導出

する。

e− e−

e− e−

k′k

p p′

k′
k

p
p′

e−

e−

e−

e−

Fig.3.1 散乱

上の図から明らかなように同じ終状態について、2つの散乱の仕方が考えられる。
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それぞれの不変振幅は

M1 = −e2

t
ū(k′)γµu(k)ū(p′)γµu(p)

M2 = −e2

u
ū(k′)γµu(p)ū(p′)γµu(k)

(3.1)

その和は

|M |2 = |M1 − M2|2

= |M1|2 + |M2|2 − 2M∗
1 M2

(3.2)

となり、各々の和ではなく干渉する項もある事が分かる。

Appendix.2の結果等を利用して計算を進めると

|M1|2 =
2e4

t2
(u2 + s2)

|M2|2 =
2e4

u2
(s2 + t2)

−2M∗
1 M2 =

4e2

ut
s2

(3.3)

以上から

|M |2 =
2e4

t2
(u2 + s2) +

2e4

u2
(t2 + s2) +

4e4

ut
s2 (3.4)

3.2 Bhabha 散乱

組み替えは u, sを入れ替えればよいので

|M |2 =
2e4(u2 + s2)

t2
+

4e4u2

ts
+

2e4(u2 + t2)
s2

(3.5)

Mandelstam変数はそれぞれ

s = (k + k′) = 4E2

t = (k − p)2 = −2kp = −2E2(1 − cos θ)

u = (k − p′)2 = −2kp′ = −2E2(1 + cos θ)

(3.6)

これから断面積は

dσ

dΩ
=

1
64π2

1
s
|M |2

=
α2

2s

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
− 2 cos4(θ/2)

sin2(θ/2)
+

1 + cos2 θ

2

] (3.7)

4 Breit-Wignerの公式

微分断面積は散乱振幅 f(θ)をつかい
dσ

dΩ
= |f(θ)|2 (4.1)

と表す事ができる。
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この散乱振幅を部分波展開し

f(θ) =
1
p

∑
(2l + 1) exp(iδl) sin δlPl(cos θ)

=
∑

(2l + 1)fl(p)Pl(cos θ)
(4.2)

この部分波振幅

fl(p) =
exp(iδl) sin δl

p

=
1
p

1
cot δl − i

(4.3)

E = ER を共鳴エネルギーとすると σl = 4π
p2 (2l + 1) sin2 δl は最大をとる、したがって、cot δl = 0である。

cot δl = cot δl

∣∣∣
E=ER

− c(E − ER) + . . . (4.4)

−c = d
dE cot δl ≡ − 2

Γ とおく

すると

fl(p) = −1
p

1/c

E − ER + i/c
(4.5)

部分波断面積は

σl =
4π(2l + 1)

p2
sin2 δl

= 4π(2l + 1)|fl|2

=
4π(2l + 1)

p2

(Γ/2)2

(E − ER)2 + (Γ/2)2

(4.6)

これから、角運動量 J の状態を考えて、反応する粒子のスピンを考えて平均をとる p = 1/λであるから

σ(E) =
πλ2(2J + 1)

(2sa + 1)(2sb + 1)
Γ2

(E − E0)2 + (Γ/2)2
(4.7)

また、非弾性のときは

Γtot = Γi + Γf + . . . (4.8)

であるから

σf (E) = σ(E) · Γi

Γ
· Γf

Γ

=
πλ2(2J + 1)

(2sa + 1)(2sb + 1)
· ΓiΓf

(E − E0)2 + (Γ/2)2

(4.9)

5 Gパリティ

5.1 G変換

荷電共役変換 Cとアイソスピン変換 e−iπτ2/2 を組み合わせた

G ≡ Ce−iπτ2/2 (5.1)
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を G変換という。

G変換はすべてのアイソスピン演算と可換で、強い相互作用でのみ G変換でのパリティが保存するという

性質を持つ。

具体的には

G

(
p
n

)
= Ce−iπτ2/2

(
p
n

)
= C

(
0 −1
1 0

)(
p
n

)
= C

(
−n
p

)
=

(
−n̄
p̄

)
(5.2)

この (
p
n

)
,

(
−n̄
p̄

)
(5.3)

は同じアイソスピン変換性を持つ。

というのも U というアイソスピン変換を考えると(
p′

n′

)
= U

(
p
n

)
(5.4)

確率の保存から U†U = 1また、det U = 1の条件を付けると

U =
(

α β
−β∗ α∗

)
, |α|2 + |β|2 = 1 (5.5)

となる。

これの荷電共役を考えると

C

(
p′

n′

)
=

(
p̄′

n̄′

)
=

(
α∗ β∗

−β α

)(
p̄
n̄

) (5.6)

これと、荷電共役変換前とではアイソスピン変換性が違うことが分かる。変換前は

p′ = αp + βn

n′ = −β∗p + α∗n
(5.7)

であったが、変換後は

p̄′ = α∗p̄ + β∗n̄

n̄′ = −βp̄ + αn̄
(5.8)

変換性を同じようにするためには

(−n̄′) = α(−n̄) + βp̄

p̄′ = −β∗(−n̄) + α∗p̄
(5.9)

と並べ替えればよい。
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5.2 ρ0, ω の崩壊のモード

粒子 qと反粒子 q̄ からなる系の Gパリティは (−1)J+I である。π 中間子の Gパリティは (−1)であり、n

個の π 中間子では (−1)n である。

ρ0, ω は

|ρ0〉 =
1√
2

{
|uū〉 − |dd̄〉

}
|ω〉 =

1√
2

{
|uū〉 + |dd̄〉

} (5.10)

であるので

JP I I3 G parity

ρ0 1− 1 0 +

ω 1− 0 0 -

したがって、ρ0 は偶数個、ω は奇数個の π 中間子にしか崩壊しないことが分かる。

6 strangeness

ストレンジネスを持った素粒子の生成と崩壊の様子を記録した泡箱写真 ここで起こっている反応は次の通

りである。

π− + p → K0 + Λ0

K0 → π+ + π−

Λ0 → π0 + p

(6.1)

生成反応が非常に速いが、泡箱の中に軌跡を残すほどにゆっくりと崩壊する (10−10 10−8 秒)という二重性

は、生成は強い相互作用で行われ、崩壊は弱い相互作用によるものである。このことがストレンジネスという

呼び名の由来である。
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Fig.6.1 LBL Bevatronによる泡箱写真 (素粒子物理学の基礎 II p.299より)
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