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16.3 核力の性質

短距離斥力

l = 0の軌道にはパウリ原理を考えてもクォーク 6つは入れる→斥力にはならない．しかしクォー

クのスピン－スピン相互作用は，平行なスピンの対が増えるために大きくなる．クォーク 3つのと

きは質量の増加が

∆MSS =

−3 · 4π
9

h̄3

c3
αs

m2 |ψ(0)|2(S = 1/2，平行なスピン対 1つ)

+3 · 4π
9

h̄3

c3
αs

m2 |ψ(0)|2(S = 3/2，平行なスピン対 3つ)

である．平行なスピン対が 2つ増えているので，1つあたりは∆と核子の質量差の半分増加する．

l = 1に 2つ，l = 0に 4つのクォークを入れたときは，スピン－スピン相互作用は減少するが，

それと同じくらいのエネルギーが l = 1への励起に必要である．結局，核子同士が近づくと系のエ

ネルギーは増加し，斥力が働く．

引力

原子物理から類推する．まず，閉じ込め効果のせいでイオン結合は無い．Van-der-Waals力は近

距離では弱すぎる．また，遠距離ではグルーオンは閉じ込め効果で交換されなくなる．

ダイクォーク－クォークが水素原子のように共有結合するモデルがある．このとき，スピン－ス

ピン相互作用によってダイクォークの状態はスピン，アイソスピンが Singletになる方が安定であ

る．この引力ポテンシャルは，実験値の 1/3となる．これは，交換されるクォークの色が同じでな

いといけないからである（ 1
3·3 · 3 = 1/3)．

中間子交換

seaクォークの寄与によるクォーク－反クォーク対の交換で力をやり取りする．ポテンシャルは

V = g · e
−mc

h̄ r

r

となる．

これの導出

クライン・ゴルドン方程式の定常状態での解を考える．

(∂ν∂
ν + µ2)ψ = (−∇2 + µ2)ψ = 0
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球対称だとすると

1

r

∂2

∂r2
rψ(r)− µ2ψ(r) = 0

ϕ = rψと置くと，この方程式は

∂2

∂r2
ϕ(r)− µ2ϕ(r) = 0

となり，無限遠で 0となる解を選ぶと ϕ(r) = ge−µr となり，湯川ポテンシャルが得られる．

媒介する中間子の質量が大きいと到達距離が減る．交換粒子としてはパイ中間子，ϱ，ωなどで

ある．

長距離ではパイ中間子の交換でよく記述できるが，短距離では核子の内部構造が役割をはたすの

で不適当となる．

核子を点状粒子としてきた．クォークの描像で計算しようとすると，核子の中のクォーク，反

クォークが中間子を形成する確率も知る必要があるが，結合定数が大きくて計算が困難である．こ

のような点から，中間子交換のモデルは核力を記述する最良の方法である．

17 原子核の構造

17.1 フェルミ気体模型

核子の運動量分布，結合エネルギー，質量公式の項の説明をする．

体積 V 中で，運動量が p～p+ dpの間にある状態数は

dn =
V

(2πh̄)3
· 4πp2dp

基底状態ではフェルミ運動量 pF までの状態が核子によって占められるので，スピンも考慮に入

れて陽子，中性子の個数N,Z は

N =
V

3π2h̄3
· (pnF )3 , Z =

V

3π2h̄3
· (ppF )

3

原子核を球形とし，体積

V =
4

3
πR3 =

4

3
πR3

0A

に R0 = 1.21fmを入れると，

pF = pnF = ppF =
h̄

R0

(
9π

8

)1/3

≃ 250MeV

フェルミエネルギー EF は

EF =
p2F
2M

≃ 33MeV

となる．核子 1つあたりの束縛エネルギーは 7～8MeVであるので，ポテンシャルの深さは V0 ≃
40MeVとなる．
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重い原子核で N > Z となることは，陽子の Coulomb力を考えることで説明できる．陽子の平

均場ポテンシャルが VC = (Z − 1)αh̄cR だけ底上げされるためである．

核子 1つあたりの運動エネルギーの平均は

⟨Ekin⟩ =
∫
p<pF

d3pEkin∫
p<pF

d3p
=

∫ pF

0
dpp2 p2

2M∫ pF

0
dpp2

=
5

3

p3F
2M

≃ 20MeV

原子核全体の運動エネルギーは

Ekin(N,Z) =
3

10M

(
N(pnF )

2 + Z(ppF )
2
)
=

3

10M

(
9π

4

)
h̄2

R2
0

N5/3 + Z5/3

A2/3

となる．これをN − Z で展開する．

N5/3 + Z5/3 = {(N − Z) + Z}5/3 + {N − (N − Z)}5/3

= 2

(
A

2

)5/3

+
5

9
· 2
(
A

2

)−1/3

(N − Z)2 + · · ·

となるので，

Ekin(N,Z) =
3

10M

(
9π

4

)
h̄2

R2
0

(
A+

5

9

(N − Z)2

A
+ · · ·

)
この 1項目が体積項，2項目が非対称項への寄与になる．

※非対称項を定量的に評価するには，N ̸= Z の時のポテンシャルの変化も考慮に入れなければ

いけない．

17.2 ハイパー核

原子核中の核子の系は小さいので，球対称なポテンシャル中に出来た準位に核子を詰めるという

模型が使われる．個々の準位のエネルギーを知る方法として，ハイペロンを原子核の中に作るとい

うものがある．

K− + n→ Λ + π−

という反応によって原子核中の中性子を Λ粒子に変換する．エネルギー保存の式は

EK +Mn −Bn = Eπ +MΛ −BΛ + (原子核の反跳エネルギー)

なので，Λ粒子の束縛エネルギーは

BΛ = Bn + Eπ − EK +MΛ −Mn + (原子核の反跳エネルギー)

Bnの値は 12C の中性子分離エネルギーを用いた．実験の結果は図 17.3．12C の中で，どの準位の

中性子が Λ粒子に変換され，それがどの準位に入るかで異なる場所にピークが立つ．1p → 1pは

1，1p→ 1sのときは 2である．1sからの寄与は BΛ < 0の領域に見える．

重い原子核でも同じ事をして，各準位の束縛エネルギーが質量数の関数として得られる．結果は

一様ポテンシャル (V0 ≃ 30MeV)中の自由粒子のものとよく一致する．
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17.3 殻模型

核子がつくる平均ポテンシャルの中に出来た準位を，パウリ原理に従って核子が占める模型．

魔法数

陽子数及び中性子数が 2,8,20,28,50,82,126の原子核は安定で，核子の束縛エネルギーは大きい．

これを魔法数（マジックナンバー）という．※原子では，電子が閉殻まで詰まっている原子が安定

である．

原子核ポテンシャルの固有状態

殻模型に適したポテンシャルを導入する．軽い原子核では調和振動子ポテンシャルが良い近似に

なる．エネルギー準位は

EHO = h̄ω(N + 3/2)(N = 2(n− 1) + l)

である．閉殻は，2,8,20,40…となり，20までは説明できる．

Woods-Saxonポテンシャル

重い原子核ではフェルミ分布によって記述される．

VCentral(r) =
−V0

1 + e(r−R)/a

これは解析的には解けず，数値計算される．閉殻は 2,8,18,20,34,…

スピン－軌道結合

ポテンシャルに ls項を付け加える．

V (r) = VCentral(r) + Vls(r)
⟨l · s⟩
h̄2

軌道角運動量 lとスピン角運動量 sを合成すると全角運動量は jh̄ = (l ± 1/2)h̄となる．⟨l · s⟩は

⟨l · s⟩
h̄2

=
j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)

2

=

l/2 (j = l + 1/2)

−(l + 1)/2 (j = l − 1/2)

よってエネルギーの分離は

∆Els =
2l + 1

2
⟨Vls(r)⟩

のように，軌道角運動量と共に線型に増加する．⟨Vls(r)⟩ < 0であるので，j = l+1/2は j = l−1/2

より下の準位にある．この相互作用によって，魔法数が説明できる．
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1粒子，1空孔状態

核力はアイソスピンに依らないので，A = 15の 15
7 N8 と 15

8 O7 は似た準位を持つ（鏡映核）．

A = 15, 16の原子核は第一励起状態は高い．16
8 O8 は 1p1/2 までの軌道を全て占めている．第一

励起は 1d5/2 だが，ギャップが大きい．

A = 17の 17Oと 17F は 1d5/2 に 1つだけ核子がある．よって JP = 5/2− である．第一励起は

1d5/2 → 1s1/2 で，スピン，パリティは JP = 1/2+ となる．

A = 15は 1p1/2がひとつ空いている（空孔）．これを 1p−1
1/2と書く．スピン，パリティは空孔が

担うので，JP = 1/2− である．第一励起は 1p3/2 → 1p1/2 であるので，JP = 3/2+ となる．

殻模型での磁気モーメント

原子核のスピン・軌道角運動量は核子のものの和．

µ原子核 = µN · 1
h̄

A∑
i=1

{lgl + sgs}

gl =

1(陽子)

0(中性子，電荷を持たないため)

gs =

5.58(陽子)

−3.83(中性子)

である．16Oの基底状態は閉殻で，スピンと軌道角運動量は合成されて 0となるため磁気モーメン

トは 0である．また閉殻では一つの準位に必ず偶数個の核子が入るのでパリティは正である．
...全運動量 jの準位には閉殻の時 2j+1個の核子が入る．これらは全て同じ軌道をもつので，ス

ピン部分で完全反対称になっていなければいけない．つまり常に Spin Singletに組む必要があり，

したがって閉殻ではスピン 0である．

1粒子，1空孔のとき，

µ原子核 =
µN

h̄
⟨ψ原子核|gll+ gss|ψ原子核⟩

Wigner-Eckartの定理より，ベクトル演算子 V の期待値は

⟨jm′|V |jm⟩ = ⟨jm′|V · J |jm⟩
⟨jm′|J2|jm⟩

⟨jm′|J |jm⟩

となる．よって，

µ原子核 = g原子核 · µN · ⟨J⟩
h̄

g原子核 =
⟨jm′|gll · J + gss · J |jm⟩

⟨jm′|J2|jm⟩

今は J = j である．2l · j = j2 + l2 − s2 などを用いて

g原子核 =
gl{j(j + 1) + l(l + 1)− s(s+ 1)}+ gs{j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)}

2j(j + 1)
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原子核のスピンMがJと等しい時，これを原子核の磁気モーメントと呼ぶ．この時，⟨J⟩ = (0, 0, h̄J)

であるので，

|µKern|
µN

= g原子核J =

(
gl ±

gs − gl
2l + 1

)
· J

補足A：3次元調和振動子

Hamiltonianは

H = − h̄2

2m

[
1

r

∂2

∂r2
r − L2

h̄2r2

]
+
mω2

2
r2

である．これは変数分離で解けて，

L2Ylm(θ, ϕ) = h̄2l(l + 1)Ylm(θ, ϕ)

なる Ylm（球面調和関数）を用いて，ψlm(r) = Rl(r)
r Ylm(θ, ϕ)と置くと，Rl(r)が従う方程式は

− h̄2

2m

1

r

d2

dr2
Rl(r)−

mω2

2
rRl(r) +

h̄2

2m

l(l + 1)

r3
Rl(r) = E

Rl(r)

r

d2

dr2
Rl(r)−

m2ω2

h̄2
r2Rl(r)−

l(l + 1)

r2
Rl(r) = −2mE

h̄2
Rl(r)

d2

dr2
Rl(r) + (k2 − λ2r2 − l(l + 1)

r2
)Rl(r) = 0

ここで k =
√
2mE
h̄ ，λ = mω

h̄ ．

まずはこの解の漸近的な性質を調べる．r → ∞の時は λ2r2 が重要になる．このとき方程式は

d2

dr2
Rl(r) = λ2r2Rl(r)

よって

Rl(r) ∼ e−λr2/2 (r → ∞)

である．次に r → 0では l(l+1)
r2 が重要．この時は

d2

dr2
Rl(r)−

l(l + 1)

r2
Rl(r) = 0

この解のかたちとして Rl(r) = rα
∑

i air
i を仮定して代入すると

rα
∑
i

air
i−2[(α+ i)(α+ i− 1)− l(l + 1)] = 0

よって α(α− 1)− l(l + 1) = 0，つまり α = −l, l + 1．ここから r → 0のとき，
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Rl(r) ∼

rl+1

r−l

全体の解として，

Rl(r) = rl+1e−λr2 · v(r)

と置くと，vが満たす方程式は

v′′ + 2

(
l(l + 1)

r
− λr

)
v′ − [λ(2l + 3)− k2]v = 0

ここで t = λr2 と置くと，クンマーの微分方程式

t
d2

dt2
v(t) + (l + 3/2− t)

d

dt
v −

[
1

2

(
l +

3

2

)
− κ

2

]
v = 0

を得る．この解は合流型超幾何関数で書けて，

v(r) = A · 1F1

(
1

2

(
l +

3

2

)
− κ

2
; l +

3

2
;λr2

)
+B · r−(2l+1)

1F1

(
1

2

(
−l + 1

2

)
− κ

2
;−l + 1

2
;λr2

)
2項目は r = 0で発散してしまうので解として適当ではない．

v(r) = A · 1F1

(
1

2

(
l +

3

2

)
− κ

2
; l +

3

2
;λr2

)
r → ∞でRl(r) → 0となって欲しいので，この多項式は有限項で打ち切られるべきである．よって

1

2

(
l +

3

2

)
− κ

2
= −n (n = 0, 1, 2, · · · )

よって

Enl = h̄ω

(
2n+ l +

3

2

)
となる．

クンマーの微分方程式

クンマーの微分方程式は [
z
d2

dz2
+ (c− z)

d

dz
− a

]
u(z) = 0

である．一般解は

u(z) = A · 1F1 (a, c; z) +B · r1−c
1F1 (a− c+ 1, 2− c; z)

である．1F1(a, c; z)は合流型超幾何関数で，

1F1 (a, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n
(c)n

zn

n!

(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) (Pochhammer’s symbol)
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補足B：湯川ポテンシャル（場の理論から）

Fermionが Bosonを媒介して相互作用するモデルを考える．相互作用 Hamiltonianは

Hint = gϕψψ

で，2本の Fermionの線が 1つの Bosonの線と頂点で交わるというダイアグラムになる．遷移

行列要素は

区別できる Fermionの遷移行列要素は 1つ目のダイアグラムからの寄与しか無い．Feynman rule

に従って計算すると，

iM(p,s)(k,r)→(p′,s′)(k′,r′) =ū
s′(p′)us(p)(−ig) i

(p′ − p)2 −m2
ϕ

(−ig)ūr
′
(k′)ur(k)

となる．以後，計算は非相対論的な極限で行う．

pµ ≃ (m,p)

従って，

(p′ − p)2 ≃ −|p′ − p|2

また，Chiral表示では

us(p) =

( √
p · σξs

√
p · σξs

)
≃

√
m

(
ξs

ξs

)

ここで，ξs を，ξs
′†ξs = δs

′s となるように選ぶと

ūs
′
(p′)us(p) = 2mδs

′s

となり，結局始状態と終状態のスピンが同じものだけが残る．（つまり散乱前後で各粒子のスピンが

保存することが分かる）

iM =
−ig2

−|p′ − p|2 −m2
ϕ

(2m)2

=
ig2

|q|2 +m2
ϕ

(2m)2

これは最低次の近似なので，非相対論的な散乱理論での Born近似に対応する．相対論的な 1粒子

状態は |p⟩ =
√
2Epa

†
p|0⟩ ≃

√
2ma†p|0⟩となることに注意して

(2m)2⟨pf |iT |pi⟩ = −2π(2m)2δ(Ef − Ei)iTf,i

= (2π)4δ(4)(pf − pi)iM
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となる．Born近似のもとでは，pf = pi のとき，つまり T行列要素から (2π)3δ(3)(pf − pi)を除

くと

Ṽ (q) =

∫
d3xe−(p′−p)·xV (x)

となるので，比較すると

Ṽ (q) =
−g2

q2 +m2
ϕ

となる．これを Fourier変換することでポテンシャルの形は

V (r) = − g2

4π

1

r
e−mr

となり，湯川型ポテンシャル，しかも引力になることが分かる．

補足C：Wigner-Eckartの定理

Winger-Eckartの定理とは次の関係式のことである

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ = (jmLM |j′m′)⟨j′;β||T (L)||j;α⟩

⟨j′;β||T (L)||j;α⟩は磁気量子数m,m′,M に依存しない数である．
...

(step1)

|LM ; jm;α⟩ ≡ T
(L)
M |jm;α⟩はテンソル積 |LM⟩ ⊗ |jm⟩のように変換する．これは実際に空間回

転演算子 PR を作用させて確認できる．

PR|LM ; jm;α⟩ = PRT
(L)
M P−1

R PR|jm;α⟩ =
∑

M ′,m′

D
(L)
M ′MD

(j)
m′mT

(L)
M ′ |jm′;α⟩ =

∑
M ′,m′

D
(L)
M ′MD

(j)
m′m|LM ; jm′;α⟩

(step2)

step1より，

|JM ′;T (L), j, α⟩ ≡
∑
m

(jmLM ′ −m|JM ′)T
(L)
M ′−m|jm;α⟩

は |Jµ⟩と同じように変換する．両辺にに (jm′LM |JM ′)を掛けて，J について和をとると∑
J

(jm′LM |JM ′)|JM ′;T (L), j, α⟩ =
∑
m

∑
J

(jmLM ′ −m|JM ′)(jm′LM |JM ′)T
(L)
M ′−m|jm;α⟩

クレプシュ-ゴルダン係数の直交性から∑
J

(j1m1j2m2|JM)(j1m
′
1j2m

′
2|JM) = δm1m′

1
δm2m′

2

なので∑
J

(jm′LM |JM ′)|JM ′;T (L), j, α⟩ =
∑
m

δmm′δM ′−m,MT
(L)
M ′−m|jm;α⟩ = δM ′−m′,MT

(L)
M ′−m′ |jm′;α⟩
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ここでM ′ −m′ =M のときは

T
(L)
M |jm;α⟩ =

∑
J

(jmLM |JM +m)|JM +m;T (L), j, α⟩

を得る．これと |j′m′;β⟩との内積をとると

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ =

∑
J

(jmLM |JM +m)⟨j′m′;β|JM +m;T (L), j, α⟩

ここで ⟨j′m′;β|JM +m;T (L), j, α⟩ ∝ δj′Jδm′,M+m であるので

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ = (jmLM |j′M +m)⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩

あとは ⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩がm′ に依存しないことを示す．

j−|j′m′;T (L), j, α⟩ =
√
(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)|j′m′ − 1;T (L), j, α⟩

⟨j′m′ − 1;β|j− =
√
(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)⟨j′m′;β|

この 1つ目の式に ⟨j′m′ − 1;β|を掛けると

⟨j′m′ − 1;β|j−|j′m′;T (L), j, α⟩ =
√
(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)⟨j′m′ − 1;β|j′m′ − 1;T (L), j, α⟩

また，2つ目の式に |j′m′;T (L), j, α⟩を掛けると

⟨j′m′ − 1;β|j−|j′m′;T (L), j, α⟩ =
√
(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩

この二つの式から，

⟨j′m′ − 1;β|j′m′ − 1;T (L), j, α⟩ = ⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩

を得る．これは ⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩がm′ によっていないことを示す．よって

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ = (jmLM |j′m′)⟨j′;β||T (L)||j;α⟩

と書ける．
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